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XII. OSZTÁLY

2. változat

1. feladat. Legyen F azoknak az f : [0, 1] → R folytonos függvényeknek a halmaza,
amelyekre max

0≤x≤1
|f(x)| = 1, és legyen I : F → R,

I(f) =

∫ 1

0

f(x) dx− f(0) + f(1).

(a) Igazold, hogy I(f) < 3 bármely f ∈ F esetén!
(b) Határozd meg a sup {I(f) | f ∈ F} szuprémumot!

2. feladat. Legyen p ≥ 2 természetes szám és (M, ·) egy véges monoid úgy, hogy
ap 6= a bármely a ∈ M r {e} esetén, ahol e az M monoid semleges eleme. Igazold, hogy
(M, ·) csoport!
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3. feladat. Igazold, hogy az f : R → R folytonos függvény akkor és csak akkor
növekvő, ha

(c− b)

∫ b

a

f(x) dx ≤ (b− a)

∫ c

b

f(x) dx,

bármely a < b < c valós számok esetén!

4. feladat. Adottak az n és q természetes számok úgy, hogy n ≥ 2, q ≥ 2 és
q 6≡ 1 (mod 4). Legyen K egy pontosan q elemű véges test. Igazold, hogy bármely a ∈ K
esetén létezik x ∈ K és y ∈ K úgy, hogy a = x2n + y2

n
. (Minden véges test kommutat́ıv.)

Munkaidő 4 óra.
Minden feladatra 7 pont szerezhető.


