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XII. osztaly
1. feladat. Adott az f,: (0,+00) = R, f,(x) = 2" - In® 2 fiiggvény, ahol n € N.
a) Hatéarozd meg f,-nek azt az F,, primitiv fliggvényét, amelyre F,,(1) = 0.

b) Szamitsd ki a lim F’;—ff) hatarértéket!
n—oo

Zikdany Monika, Nagybinya

Megoldads.

a) Mivel f, folytonos a (0, 4+00) intervallumon, ezért létezik az F,, primitiv fiiggvénye. (1 pont)
A kovetkez§ Osszefiiggéseket irhatjuk fel:

/fn(x)dx—/(Tsz) In® rdx

n+1 n+1 1
_ v .1n2x—/x 2Inzx - —dx
1 x

n+1 n -+
xn—‘rl 2
:n+1-1n2x—n+1-/xn-lnasdx (2 pont)
n+1 ) n+l \ '/
S n?x — / * “lnxdx
n+1 n+1 n+1
n+1 2 n+1 n+1 1
S Jn?x — 2 -lnx—/x -—dzx
n+1 n+1l [n+1 n+l x
xn—&-l n+1 2
= 1 2 — 2 T'Ld
- n-x 1) x+<+1)2 /m z
$n+1 :L,n+1 2 l.nJrl
= In?z — 2 -1
ntl 7 (n+1)2 nI—i_(n—i—l)2 n+1+c
IETH_I QZTH_I xn—i—l
Mivel F,(1) =0, ezért F,(1) = ﬁ +c¢ =0, tehat ¢ = (nj)g. (1 pont)
A keresett primitiv tehat
$n+1 $n+1 l.nJrl 2
F,.(z) = n?r -2 — -1 2 - :
@) = e 2 M T Tty
- . 6”L+1 e')’H—l en+1
b) Irhatjuk, hogy Fi(e) = 47 — 2+ ¢5gs + 2 gy — ﬁ, ahonnan (1 pont)
F,(e) e 2-e 2-e 2
li = i — — = 0. 2 t
T <n+ I 4 1?  m+1P o+ 1)3) (2 port)
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Hivatalbol (1 pont)

2. feladat. Ertelmezziik a G = (0, 1) halmazon a kivetkezd miiveletet

_ zry
2oy +1—(z+y)

T kY

barmely x,y € G estén.

a) Igazold, hogy a G halmaz zart a ,x” miiveletre nézve!

b) Hatérozd meg az f: G — (0,00), f(x) = 2%, a,b € R* képlettel értelmezett fiiggvényt tgy,
hogy teljesiiljon
fxy) = fz)- fy),
barmely x,y € G esetén!

c) Szamitsd ki az % * % EE n+r1 kifejezés értékét, tudva azt, hogy a ,,*” mivelet asszociativ!

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti
David Géza, Székelyudvarhely

Megoldas.

a) Mivel o,y € (0,1), ezért 2y € (0,1),1—x € (0,1)és 1 —y € (0,1). Igy (1—2)-(1—y) € (0,1).
Innen kovetkezik, hogy

LY

>0, Vr,ye (0,1 1 pont
()1 y) Y pony
¢s wy <wxy+ (1 —)(1 —y), tehat _—*h—s <1, Va,y € (0,1). (1 pont)
Az el6bbiek alapjan z *y € (0,1), Va,y € (0,1).
b) Az a) alpont alapjan z xy € (0,1), Vz,y € (0,1), tehat f(x xy) értelmezett. (1 pont)
Irhatjuk, hogy
flory) = 2 @0 Cm __ ew Vey€ (0,1), (1)
b-(rxy—1 ) Ty B —b(1 — 2)(1 — ) ) y 4 )
(xxy—1) <—xy+(17$)(17y) 1) (1—-2)(1-y)
valamint )
ar ay a*ry
_ . _ . Vg e (0,1). 2
(1 pont)
Az és Osszefiiggések alapjan
2
it = i Va,y € (0,1),

—b(1—-z)(1-y) A-=z)1-y)
tehat —¢ = Z—: Mivel a,b € R*, ezért § = —1, vagyis a = —b. Innen kovetkezik, hogy
flz) = T wre (0,1) (1 pont)

C1l—z

Mivel z € (0,1), ezért f(x) > 0, tehat f jol értelmezett. (1 pont)
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c) Mivel a mtivelet asszociativ és f(zxy) = f(z)- f(y), Va,y € (0,1) ezért matematikai indukcioval
belathato, hogy

flrrszy*x...xxy) = f(x1) - f(ae) ... f(x,), Vay,xe,...,2, € (0,1). (1 pont)

Megjegyzés. Ha a versenyz6 nem végzi el az indukcioval valod bizonyitast, de utal ra, akkor is
jar a pont.

Legyen a = % * % * ok n+r1 Irhatjuk, hogy

oot ) <1 (1)1 ()

1 1 1 1

—1.-.-. I

2 3 n n!
Ez alapjan % = &, tehat a = —1. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Ha egy valos szamokbol all6 véges szamsorozatban barmely 7 egymast kivets tag Gsszege
negativ és barmely 11 egymast kdvetd tag Osszege pozitiv, akkor hatarozd meg a sorozatban a tagok
szamanak a maximumat. Matlap

Megoldas. Legyen a sorozat ai,as,...,a,. Tekintsiik a kovetkez6 matrixot:

ap ax a3 a4 a5 QA Q7
a asz a4 a5 Qg a7 asg
e My17(R).

a11 a2 13 A4 Q15 Al Q17

Ekkor a matrix minden soraban az elemek 0sszege negativ, tehat a métrix elemeinek 6sszege negativ.
Ugyanakkor a matrix minden oszlopaban az elemek Osszege pozitiv, azaz a matrix elemeinek Gsszege
pozitiv, ellentmondas.

Tehat a sorozatnak nem lehet 17 vagy annal tobb eleme. (5 pont)
Szerkesztést 16 tagi sorozatra tudunk adni, példaul

5,5 —13,5,5,5 —13,5,5,—13,5,5,5 — 13,5, 5 (4 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat.

a) Hatarozd meg azokat az f: R — (0, 400) derivalhato fliggvényeket, amelyekre
2020f(z) + f'(z) =0,

barmely x € R esetén!
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b) Adottak az a < b valés szamok és az f: [a,b] — R folytonos fiiggvény, amely derivalhato az
(a,b) intervallumon és amelyre f(a) = f(b) = 0. Igazold, hogy létezik ¢ € (a,b) ugy, hogy

2020f(c) + f'(c) = 0.

Kovdcs Badlint, Székelyudvarhely

Megoldads.
a) A 2020f(x) + f'(z) =0, Vo € R Osszefiiggést az
f'(z)

f(z)

alakba frhatjuk, mert f(z) > 0, Vo € R. (2 pont)
Innen kovetkezik, hogy

= —2020, VzreR

(In f(x)) = —2020,
vagyis In f(z) = —2020x + ¢;, ahonnan az

f(l') _ e—2020x+01 — . e—2020z —c- 6—20201:’ Vr eR

eredményhez jutunk, ahol ¢ € (0,400) tetszdleges konstans. (2 pont)

b) Tekintsiik a g: [a,b] — R, g(z) = 2?07 . f(x) fiiggvényt. (3 pont)
Mivel f folytonos az [a,b]-n és derivalhato az (a,b)-n, ugyanez g-rél is elmondhat6. Tehat
g Rolle-tulajdonséagi. Konnyen ellendrizhets tovabba, hogy g(a) = g(b) = 0 teljesiil, igy
alkalmazhatjuk a Rolle-tételt (vagy az utobbi észrevétel nélkiil egybdl a Lagrange-tételt), amely
szerint létezik ¢ € (a,b) ugy, hogy ¢'(c) = 0. (1 pont)
Mivel
() = (297 f(z)) = 2P2(2020f () + (),

ezért a ¢'(c) = 0 Osszefliggés rendre ekvivalens az aldbbiakkal:

e®(2020f(c) + f'(c) = 0,
20201 (c) + f'(c) = 0. (1 pont)

Hivatalbol (1 pont)
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