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1. feladat. Adott az A = matrix. Jeloljik a,-nel az A" matrix elemeinek Osszegét,

W N
B = O
— o o

minden n € N* esetén.

a) Igazold, hogy a,, = 4n? + 5n + 3, minden n € N* esetén!
b) Hatarozd meg az a € R értékét ugy, hogy

: 5
RV —en) = 7

Szilagyt Judit, Kolozsvar

Megoldas. Kiszamoljuk az elsé néhédny hatvanyt:

1 00 1 00
A=12 1 0], A’=|(4 1 0},
3 4 1 14 8 1
1 0 0 1 0 0
A=16 1 0], A*=|8 1 0]. (2 pont)
33 12 1 60 16 1
1 0 0
Sejtés: A" = 2n 1 0 (2 pont)
an? —n 4n 1
Teljestil, hogy
1 0 0 100 1 0 0
AT = 2n 1 0|21 0]f= 2n + 2 1 0
4n? —n 4n 1 3 41 n? —n+8n+3 4n+4 1
1 0 0
= 2(n+1) 1 0

4n+1*=(n+1) 4n+1) 1

A matematikai indukci6 alapjan koévetkezik, hogy

1 0 0
A" = 2n 1 0], VneN (2 pont)
4n? —n 4n 1
b)
1 00 ha o < 2
. T o, % 00 (2—a) _
nlgg(}(«/%-om)—};n;n( 4+n+n2 oz) = oo haa>2 (1 pont)

00-0 haa=2
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5n + 3 5+ 32 5
lim (VArZ+5n+3—2n) = lim T — lim n — 2 (1 pont)
Tehat o = 2. (1 pont)
Hivatalbél (1 pont)
[
2. feladat. Adott az (a,)nen sorozat ugy, hogy ag > 0 és
.
Ap4+1 = Ap S . 1>
*1 a2 +a, + 1
barmely n € N esetén.
a) Mutasd ki, hogy (a,)nen szigortian névekvs és nem korléatos!
b) Igazold, hogy lim ntl _q,
n—oo an
c¢) Szamitsd ki: lim In erteket! Matlap
n—oo M,
Megoldds. a) a1 — a, = Q%Jrinﬂ = (ané)g% > 0, barmely n € N esetén, tehat az (a,) sorozat
szigortian novekvao. (2 pont)

Feltételezziik, hogy a sorozat korlatos. Mivel szigortian novekvdé is, a sorozat konvergens, vagyis

létezik nlgg() a, = | € R. Hatarértékre térve a rekurzios Osszefiiggésben az | = [ + ﬁ Osszefiig-
géshez jutunk, ahonnan az ﬁ = 0 barmely | € R esetén hamis egyenlGséget kapjuk. Tehét a

feltételezésiink hamis volt, vagyis az (a,) sorozat nem korlatos. (2 pont)
b) Mivel az (a,,) sorozat szigortian névekvs és nem korlatos, a hatarértéke +oo. (1 pont)

A rekurzids Gsszefiiggés mindkét oldalat elosztjuk a, > 0-val, igy az

ay, 1
gt
an ad + a2 +a,

1

Osszefiiggést kapjuk. Mivel lim a,, = +00, ezért lim = 0, igy a fenti kifejezésben hatarér-

a3 +aZtan

n—oo n—oo n n

tékre térve azt kapjuk, hogy
lim 2L =1 4 ! 1+0=1 (1 pont)

im = im—-— = = 1.
neo Ay, n—oo a3 + a2 + an p
a3 7043
c¢) Kiszamitjuk a lim —2t—" hatarértéket.

n—soo (nt1)—m

r}ijgo(aiﬂ —a,) = Jijglo(anﬂ — @) (A ) + Gnga - an +ay)

1
= lim ———(a? Ani1 - Gp + a2
n—00 a?l—l—an—i-l( n+1+ + * n>

2
(%?>+%?+1 1+1+1
= Jlim, 1+ +1  ~ 131010
an a2

3. (2 pont)
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. . P . P , ”, » . . a3 —GS
Mivel a b, = n sorozat szigortian novekvé és nem korldtos és létezik lim —2=5—* = 3, a Cesaro-Stolz
n—oo
oy, . ., 3 . , . 3
kritérium alapjan az °* sorozat is konvergens és lim °= = 3. (1 pont)
n—oo
Hivatalbol (1 pont)

3. feladat. Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza: egy b x 5-0s ,sakktabla” minden mezGjére fel-
valtva, egy-egy szamkartyat helyeznek el az 1-t6l 25-ig szamozott szamkartyak koziil. A jaték akkor
ér véget, mikor mind a 25 szamkartyat elhelyezték a tablan. A jatékot a kezdd jatékos nyeri meg, ha
a tabla négy szimmetriatengelyének mindegyikén az Gket feds szamkartydk osszege (ez négy darab
Osszeget jelent) oszthatd 13-mal, ellenkezd esetben a méasodik jatékos nyer. Melyik jatékosnak van
nyerd stratégiaja és mi a nyerdstratégia? Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. A tébla szimmetriakozéppontjaban 1év6 mez6t nevezziik a tabla centrumanak. A t6bbi
mezGt a centrumra vonatkozoéan 12 darab szimmetrikus mezéparba lehet rendezni.

Az els6 jatékosnak van nyerd stratégidja és ez a kovetkezd: a 13-as szamu kartyat a centrumba
helyezi. (2 pont)
A megmaradt kartyékat olyan (i, 26—i) parokba lehet rendezni, amelyek 6sszege 26. Igy, ha a masodik
jatékos letesz egy @ kartyat a tabla barmilyen mez&jére, az els6 jatékos ennek a szimmetrikusara
helyezi a 26 —i kartyat. A jaték végén a 4 szimmetriatengely barmelyike mentén a 13 és két (i, 26 —1),

illetve (j,26 — j) alaka par all, amelyek 6sszege 13 + 2 - 26, ami oszthato 13-mal. (7 pont)
Hivatalbol (1 pont)
H

4. feladat. Legyen A, B € M5(R) két olyan matrix, amely teljesiti a kovetkezs feltételeket:
AB = BA, det(A*> - B?) >0, detA>0 és detB>0.
Igazold, hogy

a) det(A + B) + det(A — B) = 2(det A + det B);
1 2

b > .
) detA+ B T d(A—B) S det A+ det B
A= (an CL12) 6s B — (bn 512) ’
21 Q99 b21 b22
ahol A, B € M5(R). Ekkor
ay; +bn app+ b12>

A+B=
(a21 + a1 age + ba
A_B= (an — b a;p — bm) :

Vianyi Emese, Szatmdrnémeti

Megoldas. Legyen

a1 — ba1  aga — b
innen pedig
det(A + B) + det(A — B) = aj1a22 + a11baa + bi1agz + bi1bag — 12021 — a12ba1 — biaao; — biaboy
+ a1na — anbae — biiage + bi1bee — a12a21 + a12b91 4 bi2ag1 — bi2bay

= 2(&11@22 — a12a21 + b11b2g — 512521)
= 2(det(A) + det(B)) (5 pont)
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b) Mivel AB = BA ezért A2 — B> = (A + B)(A — B) és
det(A? — B?) = det((A + B)(A — B)) = det(A + B) det(A — B). (1 pont)
De det A > 0 és det B > 0, igy az a) alpont alapjan

det(A+ B) 4+ det(A — B) = 2(det A+ det B) > 0
det(A + B) - det(A — B) = det(A* — B?) > 0,

ahonnan det(A + B) > 0 és det(A — B) > 0. (1 pont)

Felirjuk a kozéparanyosok kozti egyenlStlenséget a det(A + B) és det(A — B) pozitiv szamokra:

2 < det(A+ B) + det(A — B)

1 1 —
det(A+B) + det(A—B) 2

= det(A) + det(B),

innen kovetkezik, hogy

1 1 2
> . 2 t
det(A+ B) * det(A— B) — det A+ det B (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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