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IX. osztaly
1. feladat. Adott egy négyzet, amely egységnyi négyzetekre van felosztva. A bal fels§ sarkabol
kiindulva az els6 sor és az els6 oszlop mindegyik négyzetébe irjuk az 1 szdmot, majd a mésodik sor
és masodik oszlop mindegyik négyzetébe a 2 szamot, feliilirva az eredetileg mar 1étez6 szamokat. Az

eljarast folytatjuk, amig minden sor és minden oszlop négyzetei kitoltédnek valamelyik szammal.
Hany egység a négyzet oldala, ha a benne levs szamok 0sszege 3727

Zajzon Csaba, Barot

Megoldds. A tablazatban a szamok elrendezése az alabbi:

11213 ...]n
21213|...|n
31313 ]...]|n (3 pont)

Legyen S a négyzethaloban 1évS szamok Osszege és n a négyzet oldalanak hossza. Ekkor

S=1-143-24+5-34+7-44---+2n—-1)-n (2 pont)
- 1)(4n—1

= (2k2—k):n(n+ )6( n-1) (2 pont)
k=1

Azt kaptuk, hogy "D — 379 vagyis n(n + 1)(4n — 1) = 2*- 32 - 31, ahonnan n = 8. Tehat a

négyzet oldaldnak hossza 8 egység. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)

[ |
2. feladat.

a) Igazold, hogy (z + 2)(z? — 6x + 16) > 32, barmely x € [0, c0) esetén.
b) Ha z,y,z € [0,00) és x + y + z = 6, bizonyitsd be az alabbi egyenlGtlenséget:

1 1 1 3
+ + <<
2—6r+16 y>—6y+16 22—6z+16 — 8

Matlap

Megolddas. Mivel
(z +2)(2* — 6z +16) = 2° — 42* + 4z + 32 (1 pont)
= x(z —2)* + 32 (1 pont)
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ezért ha z > 0, akkor x(z — 2)? > 0 ¢és igy
(z +2) (2% — 62 + 16) = x(z — 2)* + 32 > 32. (2 pont)

b) Ha x > 0, akkor z +2 > 0. (1 pont)
Az a) alpont alapjan

39 1 z+2
2

—6 16> — = <
vobrt iz 2 —6z+16 = 32

Hasonléan ) 49 ) 49
<? és <ZtZ (2 pont)
y? — 6y + 16 32 22 — 62+ 16 32

Osszeadva a kapott egyenlStlenségeket és felhasznalva, hogy « + y 4+ 2z = 6, kapjuk hogy

1 N 1 N 1 _r+yt+e+6 646 3
22 —6x+16 y2—6y+16 22—6z+16 — 32 32 ¥

ha z,y,z € [0,00) és z+y + z = 6. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)

3. feladat. Oldd meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenleteket:
a) z + ([z] — 2020)20%° = [x];
b) 2 — 6[x]{z} + 3{z}* = 9.

Turdean Katalin, Zilah

Megoldds. a) Tudjuk, hogy barmely = € R esetén, [z] € Z, innen kovetkezik, hogy ([x]—2020)2°% € Z,
ahonnan figyelembe véve az egyenlséget kovetkezik, hogy x € Z, ezért [x] = x. (2 pont)

Ennek alapjan az egyenlet a kovetkezSképpen alakul:
v+ (1 —20200""" =2 = (1-20200""' =0 <= z=2020. (1 pont)
b) Hasznélva az [x] = a € Z és {x} = b € [0,1) jeloléseket az egyenlet a kdvetkez6képpen irhato:

(a+b)* — 6ab+ 30> = 9

a® —dab+ 46> =9

(a—2b)*=9
a—2b==+3. (2 pont)

I. eset. Ha a — 2b = 3, akkor a — 3 = 2b és mivel a — 3 € Z, ezért 2b € Z. Masrészt b € [0,1), igy
2b € [0,2), vagyis 2b € {0,1}, ahonnan b € {0, 5}.

Ha b = 0, akkor a = 3, tehat = a4+ b = 3.

Hab=1 akkora=3+2-1 =4 tehat s =4+1 =1 (2 pont)

II. eset. Ha a — 2b = —3, akkor a + 3 = 2b és mivel a + 3 € Z, ezért 2b € Z. Masrészt b € [0, 1),
fgy 2b € [0,2), vagyis 2b € {0,1}, ahonnan b € {0, 1}.

Ha b = 0, akkor a = —3, tehat x = —3.
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Ha b= 3, akkor a = —3+2-3 = —2, tehdt v = =24 § = —3.

9 3
M = {3,5,—3,—5} (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

4. feladat. Az O kozéppontu, R sugaru korbe irt My Mo M3 My négyszog esetén teljesiil az

OM, + OMy + OMs + OM, = 0
feltétel.

a) Milyen négyszog az My Mo MsM,?

b) Tudva, hogy M;M;M;M, téglalap, igazold, hogy

(OM, — OMy[> + |OM, — OM,|? + |OM, — OM, > + |OMy — OMa|*+
+ |OMy — OMy|* + |OM5 — OM;,|* = 16 R,

Toth Csongor, Szovdta
Betuker Enikd, Margitta

Megoldas. Legyen Py az MM, szakasz felez6pontja, P, pedig az M3M, szakasz felez6pontja. Ekkor

Pt s
—  OM; + OM- —  OM;3+ OM.
OP, = % és OP = %. (1 pont)
Figyelembe véve a OM; + OMj; + OMs + OM; = ﬁ Osszefiiggéseket kapjuk, hogy
OM; + OMs = —(OM3 + OMy).
— e
Innen OP; = —OP,, vagyis O, P;, P, kollinearisak és OP, = OP, (2 pont)

Az O M, M, egyenl szaria haromszoghen O Py oldalfelezs, igy O Py L. M7 M,. Hasonléan O Py 1 M3 M.
Kovetkezik, hogy MMy || MsM,. (1 pont)

A PLOM; és P,OMs3 haromszogben
OP, =OP,, OM,=0OM;, P, =P,

igy PlMl = P2M3. Tehat MlMQ = M3M4. (2 pOIlt)

Mivel M1M2 || M3M4 és M1M2 = M3M4 ezért M1M2M3M4 paralelogramma, és mivel M1M2M3M4
korbeirt négyszog, ezért M, My Mz M, téglalap. (1 pont)

b) A koévetkezoket irhatjuk:

|OM; — OM;|? = | My My |> = My M?

|OM3 — OM,|* = |MyMs|? = MyM;
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Osszeadva az egyenldségeket és figyelembe véve, hogy My M, MM, téglalap kapjuk, hogy:

S = MyM; + MsM7} + MyM? + M3M; + MMy + M, M3
= (Mo M} + MyM3) + (M MZ + MyM3) + MyM7 + M, M;
= MyM3 + MyM3 + MsM? + MyM;
=4-4R* = 16R? (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
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