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X. osztaly

1. feladat.
a) Bizonyitsd be, hogy a log, 3 + log; 2 szam egész része 2.
b) Igazold, hogy

log,x  log,x n log,.x

> 6
logbc T 1Ogac z 1Ogab T
barmely a, b, c, x > 1 valos szam esetén. Matlap
Megoldds. a) Legyen A = log, 3 + logy 2. Mivel log, 3 > 0 és log; 2 = @ > 0, igy (1 pont)
1
A =log, 3+ logs 2 =log, 3 + > 2. (2 pont)
log, 3

De log;2 < logy3 =1 és log, 3 < log,4 = 2, igy A = log; 2 + log, 3 < 3, tehat A € (2,3), ahonnan
[A] = 2. (2 pont)

b) Teljesiilnek a kovetkezs egyenlSségek:

1 1 1
1 = ;o1 =— 1 =
O8a % log, a’ %80 % log, b’ e log, c
1
1 = ;o1 = ;o1 = 1 t
O8pe L 1ng bC7 O084c T 1ng acv Bab L Ing ab ( pon )
Ezek alapjan az adott egyenlGtlenség a kovetkezSképpen irhato fel:
log,bc log,ac log, ab > 6,
log, a log, b log,c —
vagyis
log, b+ log, c n log,a+log,c log,a+log,b > 6. (1 pont)

log,. a log, b log,. c
Legyen log, a = p, log, b = q és log,c =1, p,q,r > 0, mivel a,b,c,x > 1. Ez alapjan az igazolando
egyenlGtlenség

+7r +7r + r r
1 + 2 + P75 6 = (E+€)+(B+_)+<_+€)267 (2 pont)
p q r q p r.p q T
ami igaz, mert y + % > 2, minden y > 0 esetén.
Hivatalbol (1 pont)
|

2. feladat. Adottak az a = v/22 + 10V/7 és b = v/22 — 10v/7 val6s szamok.
a) Bizonyitsd, hogy a + b € N.
b) Igazold, hogy a®" + b*" oszthat6 8-cal, barmely n € N* esetén.

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely
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III. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

Megoldds. a) Mivel

a-b:6/22+10x/7-§’/22—10\f7=\/3—21 = —6, (1 pont)

legyen x = a + b, de 2® = a3 + b3 + 3ab(a + b). (1 pont)
Innen 23 = 44 — 18x, ahonnan

2% + 187 — 44 = 0 (1 pont)
7* — 84182 — 36 =0
(z — 2)(2* + 22 + 22) = 0. (1 pont)

Mivel 22 + 2x + 22 > 0, barmely z € R esetén, kapjuk, hogy = = 2, vagyis a +b =2 € N. (1 pont)
b) A kovetkezdket irhatjuk

A+ =(a+b?—2ab = a*+b*=16:8
at+ bt = (> +v*)* - 2a*® = ' +b*'=23-8:8 (1 pont)

Legyen S, = a®* + b*", minden n € N* esetén. Felhasznalva a matematikai indukcié moédszerét

igazoljuk, hogy S, : 8, barmilyen n € N*-re. (1 pont)

P(n): S,:8, VneN".
A fenti szamitasok alapjan P(1) és P(2) igaz.

Feltételezziik, hogy Si_1 : 8 és Sy : 8, igazoljuk, hogy Syy1 : 8.
Mivel
Si - (a® 4+ b*) = Sp1 + a®b* - S, (1 pont)

kovetkezik, hogy Siy1 = (a® + 0?)Sp — a?b*Sk_1. Felhasznalva, hogy Sj_; : 8 és Sy : 8, kapjuk, hogy

Sk+1 ¢ 8. Tehat S, : 8 barmely n € N* esetén. (1 pont)
Hivatalbél (1 pont)
|
a2x
3. feladat. Adott az f: R = R, f(z) = g fliggvény, ahol a pozitiv valos szam.
a) Bizonyitsd be, hogy f(x) + f(1 — z) = 1, minden x € R esetén!

1 2 2019
Ami ] - N — 18 |
b) Szamitsd ki az f (2020) + f <2020> +---+f (2020) Osszeget!

Oldh-Ilkei Arpdd, Sepsiszentqyorgy

Megoldds. a) Teljesiil, hogy

q21-) a? 2 2z 2

ol a a a a
l—x)= =2 - . = = 3 t
Ji=o a?t=t +a 4 4q @ a’+a-a®  ala+a®)  a+a® (3 pont)
és igy ) .
a“" a a** +a
fla)+fA—=)= + = =1, (2 pont)

a** +a a*®+a a*+a
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minden z € R esetén.
b) Csoportositva a fiiggvényértékeket és alkalmazva az a) pont eredményeit, a kovetkezSket kap-

juk:
1 1 1 2019
_— 1— — =7 — i [ |
f(zozo) +f( 2020) f<2020> +f(2020)
2 2 2 2018
— l—— ) =f| = — ] =1
f(zozo) +f( 2020) f(2020> +f(2020)
1009 1009 1009 1011
f(zoz >+f( 2020) f(zozo) +f(2020) ’ (2 pont)
valamint )
1010 1 a*s a 1
fla)=f5)=— S (1 pont)
2020 2 a2 2 +a 2a 2
Innen kovetkezik, hogy
1 2 2019 1 1 2019
- S ) 1 =1 S —-227 (1 pont
/ <2020> +f (2020) et (2020) Lild o # s = 1009+ 5 === (1pont)
1009 darab 1-es
Hivatalbol (1 pont)
|
4. feladat.

a) Adottak a z1,29 € C\ R szamok gy, hogy |z1] = |z2| = 1 és Az120 # —1, ahol A € {—1,1}.
Bizonyitsd be, hogy

21 4+ Azo
1+ )\2122
b) Igazold, hogy barmely a valés szam esetén léteznek olyan z,z2 € C\ R komplex szamok,
amelyekre |z1| = |z2|, valamint \z;25 # —1 gy, hogy az a szam felirhato legyen
Z1 + )\ZQ
1+ )\2122
alakban, ahol A € {—1,1}. dr. Bencze Mihdly, Brasso
Megoldds. Tsmert, hogy z - Z = |2]?, illetve, ha z = z, akkor z € R. (2 pont)
a) Ho A =1
Z1t+ 22 . Z1+ 2o _%+i_21+22
14 2129 1+727-2 1+Z1122 2129 + 17
21 + 29
h eR. 2 t
ahonnan = o (2 pont)

Ha A\ = —1, akkor

—_— _ 11
(21—22> =7 u T m A rn | a— 2

1—2122 1—2_12_2 1_211,22 2122—1 ]_—ZlZQ7
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ahonnan i e R.
— 2172
b) I. eset: A = 1. Tekintsiik a
s 1+ a
21 =1 29 =
! 2 a+1
szamokat, ahol a € R. Ekkor |z] = |z] =1 és 21 - zp = =% # —1.
Innen kovetkezik, hogy
: 1+ai . . .
21+ 29 1t o w—14+14ai  2ai cR
= - = = — = .
142129 1+;;+‘; at+it+i—a 21
II. eset: A = —1. Ha ‘
o a—1
21 =1 €S 2o = —; s
at — 1
akkor |21 = |20| =1 és 21 - 2o = 2 4 1, valamint
2 — i— 2t _g—i—a+i —2a
1 2 _ at 11 = — : — =ac R.
1— 2129 1—% ai—1—ai—1 -2
Hivatalbol
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(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)



