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XII. osztaly

1. feladat

Az a € R esetén tekintsik a G, = (a,+0) halmazt és a G, halmazon értelmezett az x * y = xy — ax —

ay + a® + a miiveletet, barmely x, y € G, esetén.

a) Igazold, hogy (G,,*) Abel-féle csoport!

b) Bizonyitsd be, hogy az f,: G, = R, f,(x) = In(x — a) fiiggvény izomorfizmus a (Gg,*) és az (R, +)
csoportok kozott!

¢) Ertelmezz egy ,,o” miiveletet a G = (2023, +00) halmazon és egy ,,A” miiveletet a H = (2024, +00)
halmazon, gy, hogy a (G,°) és a (H,A) izomorf Abel-féle csoportok legyenek!

2. feladat
A G = (1,+%) de halmazon értelmezzik az xoy = Vxlog2y , barmely x,y € G esetén, asszociativ
miiveletet.

Igazold, hogy:

1
a) xoy=231°82%1%2Y parmely x,y € G esetén;
b) minden n € N* esetén 1étezik x4, X5, X3, ..., X € G, X1 < Xy < X3 < ... < X, UgY, hogy x; o x, 0 x5 0
..o X, természetes szam legyen,;
c) 202202024 < 2023 02023.

3. feladat

Egy vegyipari gyarban tortént baleset soran a gyar kornyezete megszennyezddik.

A szennyezettségi egyiitthatot az I, = 100 - ff% ,n €N, valos szam modellezi. [, jeldli kozvetleniil a

baleset utani egylitthatot, I,, pedig a szennyezettségi egyiitthatot az n-edik napon a baleset utan. A kornyezetet
tisztanak tekintjiik, ha a szennyezettségi egyiitthatd legtobb 5-tel egyenld.

a) Igazold, hogy I, > 50.

b) Igazold, hogy az id¢ teltével a szennyezettségi egyiitthatd csokken (vagyis I,, = I,,41,Vn € N)!

c) Igazold, hogy legtobb 20 nap alatt megsziinik a szennyezettség!

4. feladat
A g:R - R fliggvényt az f: R — R folytonos fiiggvény asszocialt fliggvényének nevezziik, ha
gl + f;cf(x — t)dt = e*, barmely x € R esetén.

a) Hatarozdmegaz f:R - R, f(x) = |x|1+1

b) Igazold, hogy haa g: R — R fiiggvény az f: R — R fligvény asszocialt fiiggvénye, akkor a g derivalhato
és g'(x) = e* — f(x) barmely x € R esetén!

c) Hatarozd meg azt az f: R — R folytonos fiiggvényt, amelynek az asszocialt fliggvénye az f.

fliggvény g: R — R asszocialt fiiggvényét!

Megjegyzés: Munkaidd 3 ora; minden feladat kitelezo; minden feladatot 0-t0l 7 pontig osztalyoznak.



